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RESUMO

Usando o método dos nos, modelam-se duas treli¢as de cobertura de madeira onde se busca determinar
a estrutura de menor volume possivel que resista a um carregamento dado e que atenda a restrigdo de
inclinacdo minima do telhado. Para o dimensionamento das barras considera-se apenas o efeito da
tracdo e da compressao (incluindo a flambagem) nas barras. Por ser o material mais comum nesse tipo
de estrutura foram utilizados os critérios e valores da madeira. Ao final os dois casos de trelicas sao
comparados. Na analise foi utilizado o “solver” do Matlab fmincon, com o algoritmo SQP.

Palavras-chave: otimizagdo, madeira, trelica.

ABSTRACT

Using the method of knots, two wooden roof trusses are modeled where it is sought to determine the
smallest possible volume structure that resists a given loading and meets the minimum roof pitch
constraint. The design of the bars considers only the effect of tension and compression (including
buckling) on the bars. Because it is the most common material in this type of structure, the criteria and
values of wood were used. At the end the two truss cases are compared. The Matlab fmincon solver
was used in the analysis, with the SQP algorithm.

Keywords: optimization, wood, truss.

1 INTRODUCAO
As empresas vém buscando tomar decisdes e investir em programas matematicos para

maximizar o seu retorno financeiro. Para melhorar este processo existem 0s procedimentos de
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Otimizacdo, onde sdo definidas as funcbes objetivo, que estdo sujeitas ou ndo a restricbes. No que
envolve a Otimizagéo encontra-se a Otimizacdo Estrutural, que consiste em dispor das pegas em uma
estrutura de forma que esta seja capaz de suportar cargas com seguranca, baixo custo e menor volume
de material.

De modo geral, problemas de otimizacdo tém a necessidade de identificar as variaveis de
projeto, por situagdes em que se deseja maximizar ou minimizar uma funcdo numérica de muitas
varidveis, de modo a resolvé-las com o objetivo de representar seus problemas e suas restricdes na
busca da solucdo. Portanto, o emprego de sistemas de otimizacdo conduz a um melhor entendimento
no dimensionamento das estruturas, pois transforma o aspecto fisico da estrutura em aspecto
matematico, através de uma modelagem matematica da estrutura analisada (RIBEIRO,2008).

A estruturacdo do sistema trelicado permite que haja nas suas barras apenas esforgos axiais
(tracdo e compressdo) e possua pequeno peso préprio, pois sua estrutura tem baixo consumo de
material, sendo assim sdo muito utilizadas em coberturas, pontes, passarelas e equipamentos de
elevacdo e transporte. O emprego da trelica também estd relacionado a sua capacidade de vencer
grandes vdos com consumo de material inferior ao que normalmente é necessario para outros sistemas
estruturais, isso se deve ao fato que os elementos que compdem as trelicas trabalham a esforgos axiais.
No caso do presente trabalho supde-se que para que uma trelica se comporte de forma satisfatoria,
precisa respeitar algumas recomendacdes (PAIVA et al,2009):

a) Todas as cargas precisam ser aplicadas nos nos;

b) Os nds precisam ser perfeitamente articulados (nos ideais);

c) Os eixos geométricos das extremidades das barras que compdem um né precisam ser

concorrentes.

2 AS CARACTERISTICAS FISICAS E MECANICAS DE PECAS DE MADEIRA

A madeira é um material com muitas variacGes, além disto, existem diversas espécies com
diferentes propriedades. Sendo assim, € necessario o conhecimento de todas estas caracteristicas para
um melhor aproveitamento do material.

Segundo Pfeil,W; Pfeil,M(2003), os procedimentos para caracterizacdo destas espécies de
madeira e a definicdo destes parametros sdo apresentados nos anexos da Norma Brasileira para Projeto
de Estruturas de Madeira, NBR 7190/97. De acordo com a NBR 7190, para a caracterizagcdo completa
da madeira para uso em estruturas, as seguintes propriedades, dentre outras, devem ser determinadas
experimentalmente:

Resisténcia a compressao paralela as fibras fc ;

Resisténcia a tracdo paralela as fibras f;; e
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Maodulo de elasticidade na compressdo normal as fibras, Ec;.

Neste trabalho serdo consideradas as propriedades da madeira pinho-do-paranda, por ser a
madeira mais utilizada nos exemplos da literatura. Assim:

fc=40,9MPa

fi=93,1MPa

Ec=15225MPa

Entretanto seguindo Pfeil,W; Pfeil,M(2003), com o objetivo de compensar variagfes naturais
na madeira e na umidade, os valores utilizados para projetos foram reduzidos, em favor da seguranca
pelo critério da ABNT, para:

fca=0,28 fc

Ec.er=0,56 Ec

fq=0,17 f;

3 AS VARIAVEIS DE PROJETO

Segundo Ribeiro (2008), para que a representacdo de um problema vise uma solugdo, é
necessario que haja inicialmente a identificacdo das constantes e das variaveis de projetos, seus limites,
e que a funcdo objetivo seja definida. Neste trabalho a funcéo objetivo de minimizacdo depende das
seguintes constantes de projeto:

E: espagcamento entre as trelicas;

L: largura da cobertura; e

Propriedades fisicas e mecanicas dos materiais.

E das seguintes variaveis de projeto:

H: altura da cobertura;

i: angulo de inclinacdo das barras superiores da trelica;

A: area da secdo transversal (considerada quadrada);

Hi,Li: coordenada da posi¢do dos nos.

Neste trabalho toda a trelica terd a mesma secao transversal, e as alturas serdo consideradas

variaveis continuas.

4 A FUNCAO OBJETIVO

A funcédo objetivo, dada pela equagédo 1 esta relaciona ao modelo de trelica que consuma o
menor volume de pecas de madeira, para tanto, a equacao define os parametros necessarios os calculos
da funcdo objetivo (RIBEIRO, 2008) é:

1124




Latin American Journal of Development, Curitiba, v.4, n.3, p.1122-1136, may./jun., 2022. ISSN 2674-9297 n

LATIN AMERICAN

JOURNAL OF DEVELOPMENT

f=b*Eiql; 1)

Onde b é a largura (e a altura) de cada barra sendo todas a barras de mesma largura, |; representa
0 comprimento da i-ésima barra da estrutura e n é o numero total de barras. Como todas as barras tem

mesma area, basta minimizar o comprimento total das barras da treliga.

5 0S CRITERIOS DE CALCULO
5.1 PARA PECAS TRACIONADAS

As pecas solicitadas a tragdo simples sdo dimensionadas com a secdo liquida de area A, de
forma que a tensdo solicitante de projeto seja menor que a tensao resistente a tracdo paralela as fibras
fia. A tensdo resistente de projeto i € obtida a partir da resisténcia obtida de ensaios padronizados em
corpos-de-prova isentos de defeitos (PFEIL,W; PFEIL,M.,2003).

Ny < fiq,onde A = b?

— [Na
be = fta )

5.2 PARA PECAS CURTAS COMPRIMIDAS
Pecas Curtas (esmagamento)
Assim como no caso da tracdo simples, a tenséo de projeto tem que ser menor que a tensédo
resistente, assim:
< fog
Assim

Ng

¢ = e ©))
5.3 PARA PECAS ESBELTAS COMPRIMIDAS (FLAMBAGEM)

Pecas comprimidas de madeira estdo sujeitas ao fendmeno da flambagem [Pfeil,W;
Pfeil,M.,2003], proporcionada por esbeltezes significativas, assim, dependendo da esbeltez de uma
peca, sua instabilidade geometrica pode ser muito intensa, levando a valores de resisténcia axial muito
baixa para as pecas comprimidas. Neste caso a forca solicitante tem que ser menor que a carga de

flambagem, assim:

2
Ny < N, = nl—fcl (CargacriticadeEuler) 4
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Ngl?  b* Ngl?
= d _ — = d
n2E, 12  m2E,

1212Ng4

5, (5)

bfz

Logo a largura e altura da secdo transversal necessaria sera o caso mais desfavoravel.
b=maior (br,bc)

6 O METODO DE CALCULO

Resolver uma trelica simples é determinar as reacfes de seus apoios e as forgcas que atuam em
suas barras. O método dos nés serd utilizado para calcular as forgas em cada uma das barras da
estrutura. Segundo Moliterno (2010), por este método analisa-se né por no, partindo-se do principio:
“Se o conjunto estd em equilibrio, os n6s também estardo em equilibrio”.

Sao validas as equacdes de equilibrio da estatica:

Y.V = 0 (somatorio das forcas verticais)

Y. H = 0 (somatério das forcas horizontais)

Y. M = 0 (somatdrio das forcas de momento)

Usando esse método sdo estudados, a seguir, dois casos de trelica: uma de trés barras e uma
com nove barras.

7 OS DOIS CASOS DE TRELICA

7.1 CASO1 - TRELICA DE TRES BARRAS

Deseja-se resolver a trelica da figura 1:

a) Calculo das forgas existentes em cada um dos apoios:

F
ZV=R1+R2=F_)R1=E

ZM R,L LF 0->R F
= —_— = - = —
) L)

Como nao se tem forgas aplicadas horizontalmente tem-se que: R3=0.
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Figura 1: Treliga de trés barras

b) Calculo das forgas aplicadas a cada n6 da trelica:

Figura 2: Forcas no primeiro n6

F1|

’i\ -, Forgas horizontais

P

Forgas verticais

N1 N3

Equilibrio do 1°n6 :

Z H = —N;cos60 + N,cos6 =0

N1=N, (6)

Z V = —F — Nysinf — N,sinf = 0
N;sin@ + N,sin@ = —F

Substituindo a igualdade (6), tem-se:
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st =sind = ——=—

onde: Il é o comprimento das barras le 2.

t = 9—L2
Cl = coS _ll

Equilibrio do 2°no :
Figura 3: Forcas no segundo no

N1
N3

Rl

ZH = N;cos8 +N; =0
N3=-Nicos 0

A partir do conhecimento das forgas nas barras N1, N2 e N3 pode-se determinar as dimensdes da
secao transversal das mesmas.

Caso as barras estejam comprimidas como segue para as barras 1 e 2, tem-se que:

bi=maior(br,bc)
b = b1
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Caso em que a barra esta tracionada como para a barra 3, temos que:

N;
fe

Assim, temos gque o volume da trelica que € a funcéo objetivo, sera representado pela equacéo:

V = b2ll + b2l + b2L @

A restricdo desse modelo serd a inclinagdo minima do telhado (i), que segundo a TOPTELHA

é dada pela formula:

30; L <3m
={30+2(L—-3);3<L<9m
42+ 3(L—-9); =9m

Umin

. H=+100
)

Sendo assim a restri¢cdo pode ser escrita como:

i'iminEO-

Figura 4: Inclinagdo minima do telhado
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~

=
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7.2 CASO 2 - TRELICA DE NOVE BARRAS

Figura 5: Trelica de nove barras
F3

|
20

a) Calculo das reacdes de apoio:
ZH:P1+P2+"’+P6+R3:0_)R3:_(P1+"'+P6)
ZV:R1+R2_F1_”‘_F6:0
ZV:R1+R2:F1+"'+F6_)R1:F1+"'+F6_R2
L
ZMszL_F2H4_P2H2_F3(E)_P3H3_F4L_H4_P4H2_P5L=0

1 L
ZM =R2 =Z[F2H4 +P2H2 +F3(E> +P3H3 +F4(L—H4) +P4H2 +F5L]
b) Calculo das forcas sobre cada no:

Equilibrio do né 1:
Figura 6: Forcas no primeiro né

F1
N2

o
Y

Rl
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Y>.H =0 - cosO,N, + cosO,N, = —R; — P, (8)
Z V=0- Sin91N1 + SinezNZ = F]_ - Rl (9)
Sendo:
0. — L
cosf; = 2
sinf, = -

Onde 11 é o comprimento da barra 1.

Onde I> é o comprimento da barra 2.

H
cos0, = -

H.
sinf, = =2

Equilibrio do né 2:
Figura 7: Forcas no segundo né

F2

P2 N3
N2 N4
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(10)
>V =0 - —sinf,N, + sinf;N; — sin6,N, = F,

(11)

Iy = \/(g - H4>2 + (H; — Hp)?

Onde I3 é o comprimento da barra 3.

Onde 14 é o comprimento da barra 4.

Sendo:
L
5 Ha
cosf; =2 ;
3
H; — H.
sinf; = 3 ; 2
3
L
5 Ha
cosf, = ;
4
. H, — H,
sinf, = ]
4
Equilibrio do no 3:

Figura 8: Forcas no terceiro no

F3

P3
N3 N7

Y.H =0 — NscosO; + N,cosO; = —P;,

(12)
E V=0- _N5 - N3Sin93 - N7Sin93 = F3

(13)
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Equilibrio do né 4:

Figura 9: Forcas no quarto nd

F4
N7
P4
NG NE
YH=0 - —Ngcos6, — N,cosO; — NgcosB, = —P, (14)
Z V = 0 g —N6Si7’l94 + N7Si7’l93 - NSSiTlQZ = F4 (15)

Equilibrio do né 5:
Figura 10: Forgas no quinto nd
F3
NE

NO
P5

o

Y>H =0 — —Ngcosf, — Nycosf, = —Ps (16)

Foi considerado neste trabalho, que esta trelica é simétrica por isso ndo houve necessidade de
calcular todos os nos. As equacdes de (8) a (16) formam um sistema linear cuja solucdo fornece os
valores das forcas nos nos.

Restrices:

8 FORCAS SOLICITANTES

Foi utilizada a telha de barro tipo francesa, segundo o site da “FazFacil Reforma e Construgao”,
tem-se 16 telhas/m? com peso por peca de 2,6 kg/telha o que da um peso de 41,6k/m?. Sera utilizado
nos exemplos um peso de 50 kg/m?.
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9 RESULTADOS

L
F4=F2=E*Z*50*9,8

L
F3=E*<E—H4>*50*9,8+peso
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Considerou-se um espacamento entre as trelicas constante de E = 3m e um peso adicional de

A funcdo objetivo e as restricbes foram programadas no Matlab e foi utilizado o solver fmincon

com o algoritmo SQP.

Para o Caso 1, encontrou-se:

L(m)

O©oo~NO OlhWw

* Inclinagdo minima.

H otimizado(m)

1,021
1,353
1,7*

2,16*
2,66*
3,2*

3,78*

F(N)
3705
4440
5175
5910
6645
7380
8115

b(m)
0.0427
0.0472
0.0520
0.0572
0.0627
0.0684
0.0743

Para coberturas de vdos maiores, o que determina a trelica de menor volume é a trelica de menor

inclinacdo permitida. A tabela abaixo mostra que esse comportamento independe do peso aplicado a

trelica.

0 g o
* * >(_(J‘I-I>C;0|_

9*

peso(N)
0

250
500
750
1000
1250
1500

H otimizado(m)

1,7
1,7
1,7
1,7
1,7
1,7
1,7

Por mais que aumente a forca, o que determina a altura 6tima é a restricao.

Para o Caso 2, encontrou-se:

-0,373
-0,494
-0,592
-0,675
-0,746
-0,806
-0,856

* Inclinagdo minima

H1, H2,H3,H4 otim

0,224
0,298
0,391
0,494
0,607
0,728
0,858

0,464
0,642
0,85
1,08
1,33
1,6
1,89

0,699
0,924
1,149
1,373
1,597
1,82
2,044

OO OO OoOOoOo

1102
1470
1837
2205
2572
2940
3307

F1, F2,F3,F4,F5,F6

2235
2970
3705
4440
5175
5910
6645

1102
1470
1837
2205
2572
2940
3307

OO OO OOoOo

OO OO OoOOoOo
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Para coberturas de vao maiores, 0 que determina a trelica de menor volume é a trelica de menor
inclinagéo permitida.

Observando os resultados da tabela acima vemos que a trelica apresentada inicialmente no caso

2, ndo é o0 modelo apropriado quando se deseja uma trelica que consuma menor volume de material. A

figura abaixo mostra 0 modelo ideal para o resultado encontrado.

Figura 11: Trelica ideal para o caso 2

10 CONCLUSAO

Comparando os casos 1 e 2, calculando os volumes encontrados em cada caso, tem-se:

Volume(m?)

L(m) Treliga 1 Treliga 2
3 0.1103 0.2199

5 0.2622 0.5207

7 0.4708 0.9281

9 0.7375 1.4378

Observando o resultado da tabela acima, podemos concluir que trelicas mais simples (menos
barras) sdo mais econdmicas, utilizam um menor volume de material.

Entretanto é importante observar que foram levadas em consideracdo que as barras estdo
sujeitas apenas a esforcos axiais. No caso de trelicas com uma quantidade menor de barras, havera a
necessidade de se apoiarem os caibros ao longo das barras superiores, introduzindo assim forcas de
flexdo. A introdugcdo na modelagem das forcas de flex&o ser& apreciada em um trabalho futuro, em

andamento.
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